




В методических указаниях изложены основы аналитического
метода исследования класса дискретных стохастических моделей,
задаваемых схемами взаимодействий. Базой этих рассмотрений
являются дифференциальные уравнения Колмогорова для переход-
ных вероятностей марковских процессов со счетным множеством
состояний. Теоретические сведения, необходимые при выполнении
типового расчета, даны в работе [14], где приведены, в частности,
доказательства теорем 1 и 2.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

1.1. Детерминированные модели для схем
взаимодействий

В различных областях естествознания и техники системы с
взаимодействиями и превращениями составляющих их элементов
задаются схемами взаимодействий. В химической кинетике для
мономолекулярной реакции используется запись T1 → T2. При де-
терминированном подходе реакцию описывают количеством x1(t)
реагента T1 и количеством x2(t) реагента T2 в момент времени
t, t ∈ [0,∞). Полагают справедливым феноменологический за-
кон [25] (λ > 0— константа скорости реакции)

ẋ1 = −λx1; ẋ2 = λx1, x1(0) = x
0
1, x2(0) = x

0
2. (1)

Для бимолекулярной реакции T1+T2 → T3 введем обозначения
x1(t),x2(t),x3(t)— количества реагентов типа T1,T2,T3. Полагают
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справедливым закон действующих масс [25]

ẋ1 = −λx1x2; ẋ2 = −λx1x2; ẋ3 = λx1x2;

x1(0) = x
0
1; x2(0) = x

0
2; x3(0) = x

0
3.

(2)

В ядерной физике для цепной реакции размножения нейтронов
применяют запись T → kT , k = 0, 1, 2, . . . Уравнение детермини-
рованной модели имеет вид [1, 24] (−∞ < λ <∞)

ẋ = λx; x(0) = x0. (3)

Динамику экологической системы хищник — жертва описыва-
ют количеством x1(t) «хищников» и количеством x2(t) «жертв».
Схеме взаимодействий T1 + T2 → 2T1; T1 → 0; T2 → 2T2
[6, 9, 21] соответствует система дифференциальных уравнений
(λ > 0, μ > 0, ρ > 0)

ẋ1 = −μx1 + λx1x2; ẋ2 = ρx2 − λx1x2;

x1(0) = x
0
1; x2(0) = x

0
2.

(4)

В теории надежности запись T → 0 означает выход из строя эле-
ментов технических систем [19]. В теории массового обслуживания
схема 0 → T ; T → 0 интерпретируется как дисциплина обслужи-
вания M/M/∞ [3] (см. разд. 4.3).Общая схема взаимодействий, в
которой участвуют элементы типов T1, . . . , Tn, имеет вид





ε11T1 + ε
1
2T2 + . . .+ ε

1
nTn → γ11T1 + γ

1
2T2 + . . .+ γ

1
nTn;

εi1T1 + ε
i
2T2 + . . .+ ε

i
nTn → γi1T1 + γ

i
2T2 + . . .+ γ

i
nTn;

εl1T1 + ε
l
2T2 + . . .+ ε

l
nTn → γl1T1 + γ

l
2T2 + . . .+ γ

l
nTn,

(5)

где εij , γ
i
j , i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , n — целые неотрицательные

числа. Некоторые виды схем имеют специальные названия [25]: по-
следовательная T1 → . . .→ Tn; параллельные T1 → T2, T3 или T1+
+T2 → T4; T1+T3 → T5; последовательно-параллельная T1 → T2,
T2 → T3, T4; двухсторонняя T1 + T2 → T3; T3 → T1 + T2; простая
циклическая T1 → . . . → Tn → T1; катализ T1 + T2 → T2 + T3;
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автокатализ T → 2T ; цепная и др. В схеме (5) может быть учте-
но поступление элементов извне (открытая система) и образование
конечных элементов (финального продукта).

При детерминированном подходе к рассмотрению схемы (5)
вводят количество xi(t) элементов типа Ti, i = 1, . . . , n. Функции
x1(t), . . . , xn(t) удовлетворяют системе нелинейных дифференци-
альных уравнений (кинетические уравнения)

{
ẋ1 = f1(x1, . . . , xn);

ẋn = fn(x1, . . . , xn)

с начальными условиями x1(0) = x01, . . . , xn(0) = x0n. Вид функ-
ций f1, . . . , fn определяют по схеме (5) исходя из законов формаль-
ной кинетики [25] на основе простейших случаев (1), (2), (3).В при-
кладных задачах функции f1, . . . , fn, как правило, являются много-
членами степени не выше третьей.

1.2. Марковские процессы с дискретными состояниями.
Уравнения Колмогорова

Пусть

Nn = {α = (α1, . . . , αn), αi = 0, 1, 2, . . . , i = 1, . . . , n}

— множество n-мерных векторов с неотрицательными целочислен-
ными компонентами. Далее для α, β, γ ∈ Nn приняты следующие
обозначения: γ = α − β, если γ1 = α1 − β1, . . . , γn = αn − βn;
α > β, если α1 > β1, . . . , αn > βn и т. п.; |α| = α1 + . . .+ αn. Для
однородного во времени марковского процесса ξ(t) = (ξ1(t), . . .
. . . , ξn(t)), t ∈ [0,∞), на множестве состояний Nn, обозначим пе-
реходные вероятности

Pαβ(t) = P{ξ(t) = β | ξ(0) = α}, α, β ∈ N
n.

Такой случайный процесс задается плотностями переходных веро-
ятностей aαβ = (dPαβ(t)/dt)|t=0+. Далее всегда будем считать, что
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выполнены условия, при которых переходные вероятности удовле-
творяют первой (обратной) и второй (прямой) системам дифферен-
циальных уравнений Колмогорова [7]

dPαβ(t)

dt
=
∑

γ∈Nn
aαγPγβ(t), α ∈ N

n;

dPαβ(t)

dt
=
∑

γ∈Nn
Pαγ(t) aγβ , β ∈ N

n,

начальные условия Pαα(0) = 1, Pαβ(0) = 0 при α 6= β.
Состояние α называют поглощающим, если aαα = 0.
Марковский процесс ξ(t) называется процессом рождения и ги-

бели, если из состояния α = (α1, . . . , αn) процесс может совершить
скачок только в состояние γ = (γ1, . . . , γn), такое, что |αi − γi| 6 1
для всех i = 1, . . . , n [5, 7]. Если «вложенная цепь Маркова» [7] для
процесса ξ(t) является случайным блужданием на Nn, то опреде-
ляют типы процессов рождения и гибели: линейный, квадратичный
и т. п., в зависимости от вида функции aαα = ϕ(α1, . . . , αn).

Из множества M всех марковских процессов на фазовом про-
странстве Nn выделяют специальные классы процессов B2 и B1:

M ⊃ B2 ⊃ B1,

для каждого класса указывают конкретный вид плотностей пере-
ходных вероятностей {aαβ , α, β ∈ Nn} [14]. В данных методи-
ческих указаниях вероятностной моделью для схемы взаимодей-
ствий (5) считается марковский процесс одного из классов B2, B1;
более общие вероятностные модели определены в [14].

2. МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ КЛАССАB2B2B2

2.1. Стохастические модели для схем взаимодействий

Из схемы взаимодействий (5) имеем векторы εi = (εi1, . . .
. . . , εin) ∈ N

n, i = 1, . . . , l. Каждому вектору εi сопоставим распре-
деление вероятностей на Nn, {piγ > 0,

∑
γ∈Nn p

i
γ = 1, p

i
εi
= 0},
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и набор чисел {ϕiα > 0, α ∈ Nn; ϕiα = 0, если при некотором k

αk < εik} по следующей формуле:

ϕiα = λi

n∏

j=1

αj(αj − 1) . . . (αj − ε
i
j + 1), α ∈ Nn, (6)

где λi > 0 — коэффициенты пропорциональности, i = 1, . . . , n.
Для марковского процесса ξ(t) класса B2 по определению пола-
гаем [13]

aαα = −
l∑

i=1

ϕiα, aαβ =
l∑

i=1

ϕiαp
i
β−α+εi , α 6= β, α, β ∈ Nn.

Процесс ξ(t) интерпретируется как стохастическая модель си-
стемы взаимодействующих частиц n типов T1, . . . , Tn. Событие
{ξ(t) = α} есть такое состояние системы, в котором в момент вре-
мени t имеется совокупность Sα частиц, состоящая из α1 частиц
типа T1, . . ., αn частиц типа Tn:

Sα = α1T1 + . . .+ αnTn.

Зададим l комплексов взаимодействия частиц Sεi , соответствую-
щих векторам εi. Через случайное время τ iα,

P{τ iα 6 t} = 1− e
−ϕiαt,

происходит взаимодействие комплекса частиц Sεi . В этот момент из
α1 частиц типа T1 выбирается εi1 частиц, . . . , из αn частиц типа Tn
выбирается εin частиц, и этот комплекс частиц Sεi с распределени-
ем вероятностей {piγ} заменяется совокупностью Sγ новых частиц.
Система из состояния Sα, соответствующего вектору α, переходит
в состояние Sα−εi+γ , соответствующее вектору α− εi + γ (рис. 1),
далее происходит аналогичная эволюция системы частиц.

В состоянии Sα система находится случайное время τα, пока не
произойдет какое-либо из l взаимодействий, т. е. τα = min(τ1α, . . .
. . . , τ lα). Здесь предполагается, что случайные величины τ1α, . . . , τ

l
α

независимы. Тогда

P{τα 6 t} = 1− e
−(ϕ1α+...+ϕ

l
α)t
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Рис. 1. Взаимодействие комплекса T1 + 2T2 + T3 → T1 + 3T3

и вероятность, что произошло взаимодействие комплекса частиц
Sεi , при условии, что взаимодействие произошло, равна

ϕiα

( l∑

i=1
ϕiα

)−1
[3, гл. 1, § 2]. Возможные превращения частиц в

такой системе представляют схемой взаимодействий (5), где слу-
чайный вектор γi = (γi1, γ

i
2, . . . , γ

i
n) имеет распределение {piγ},

i = 1, . . . , l.
Выбор значений (6) для ϕiα объясняется следующим образом.

Пусть марковский процесс находится в состоянииα = (α1, . . . , αn),
что соответствует наличию совокупности частиц Sα = α1T1 +
+ α2T2 + . . . + αnTn. Предполагаем, что за время Δt, Δt → 0,
вероятность ϕiαΔt + o(Δt) взаимодействия комплекса частиц Sεi

пропорциональна числу C
εi1
α1 сочетаний εi1 частиц типа T1 из имею-

щихся α1 частиц типа T1, . . . , пропорциональна числу Cε
i
n
αn сочета-

ний εin частиц типа Tn из имеющихся αn частиц типа Tn.

2.2. Первое и второе уравнения в производящих
функциях

Для марковских процессов класса B2 уравнения для переход-
ных вероятностей можно записать в компактном виде, исполь-
зуя производящие функции. Многомерной производящей функ-
цией Fξ(s1, . . . , sn), соответствующей целочисленному случай-
ному вектору ξ = (ξ1, . . . , ξn) с распределением вероятностей
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{pα > 0, α ∈ Nn,
∑

α∈Nn
pα = 1}, называется сумма ряда [7,

24]
Fξ(s1, . . . , sn) =Ms

ξ1
1 . . . s

ξn
n =

∑

α∈Nn
pαs

α1
1 . . . sαnn .

Далее будем применять запись s = (s1, . . . , sn), sα = sα11 . . . sαnn ,
α! = α1! . . . αn!. Для вектора будем употреблять обозначение 1,
если все его компоненты равны единице; |s| обозначим вектор с
компонентами |si|.

Математические ожидания компонент случайного вектора вы-
числяют по формуле

Mξi =
∂Fξ(1)

∂si
, i = 1, . . . , n,

где производную в точке s = 1 понимают как производную слева по
всем координатам si, i = 1, . . . , n. Выражение для дисперсии имеет
вид

Dξi =
∂2Fξ(1)

∂s2i
+
∂Fξ(1)

∂si
−
(∂Fξ(1)

∂si

)2
, i = 1, . . . , n. (7)

М у л ь т и п л и к а т и в н о е с в о й с т в о. Если ξ(1), . . . , ξ(m)—
независимые случайные векторы, то производящая функция их
суммы равна произведению производящих функций слагаемых [7,
24], т. е.

Fξ(1)+...+ξ(m)(s) = Fξ(1)(s) . . . Fξ(m)(s).

В частности, если ξ(1), . . . , ξ(m) — независимые одинаково распре-
деленные случайные векторы, то

Fξ(1)+...+ξ(m)(s) = F
m
ξ(1)
(s). (8)

Для свертки первой системы дифференциальных уравнений
Колмогорова вводятся экспоненциальные производящие функции
для переходных вероятностей (z = (z1, . . . , zn))

Gβ(t; z) =
∑

α∈Nn

zα

α!
Pαβ(t)
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и линейные дифференциальные операторы

hi

( ∂
∂z

)
=
∑

γ∈Nn
piγ

∂γ

∂zγ
, i = 1, . . . , l;

∂γ

∂zγ
=

∂γ1+...+γn

∂z
γ1
1 . . . ∂z

γn
n
.

Т е о р е м а 1 [14]. Экспоненциальная производящая функция
переходных вероятностей Gβ(t; z) марковского процесса ξ(t) клас-
са B2 при любом β ∈ Nn удовлетворяет линейному дифференци-
альному уравнению в частных производных (λi > 0, i = 1, . . . , n)

∂Gβ(t; z)

∂t
=

l∑

i=1

λiz
εi
(
hi

( ∂
∂z

)
−

∂ε
i

∂zε
i

)
Gβ(t; z),

Gβ(0; z) =
zβ

β!
.

(9)

Для свертки второй системы дифференциальных уравнений
Колмогорова используют производящие функции (|s| 6 1)

Fα(t; s) =M(s
ξ(t) | ξ(0) = α) =

∑

β∈Nn
Pαβ(t)s

β ,

hi(s) =
∑

γ∈Nn
piγs
γ .

Т е о р е м а 2 [14]. Производящая функция переходных веро-
ятностей Fα(t; s) марковского процесса ξ(t) класса B2 при любом
α ∈ Nn удовлетворяет при |s| 6 1 линейному дифференциальному
уравнению в частных производных

∂Fα(t; s)

∂t
=

l∑

i=1

λi
(
hi(s)− s

εi
)∂ε

i
Fα(t; s)

∂sε
i ,

Fα(0; s) = s
α.

(10)

Функции Gβ(t; z), Fα(t; s) и hi(s) являются аналитическими в
рассматриваемых областях.
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2.3. Бимолекулярная реакция. Закон действующих масс

В качестве вероятностной модели реакции T1 + T2 → T3 рас-
сматривают процесс класса B2 с тремя типами частиц T1, T2, T3
и одним комплексом взаимодействия [1, 20]: марковский процесс
ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)), t ∈ [0,∞), на множестве состояний N3,
определяемый набором

ε = (1, 1, 0), {p(0,0,1) = 1}, {ϕα = λα1α2, α ∈ N
3, λ > 0}.

Второе уравнение для производящей функции переходных вероят-
ностей F(α1,α2,α3)(t; s1, s2, s3) имеет вид

∂Fα(t; s)

∂t
= λ(s3 − s1s2)

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
, Fα(0; s) = s

α. (11)

Заметим, что ξ(t) есть процесс гибели на состояниях

{(α1, α2, α3), (α1 − 1, α2 − 1, α3 + 1), . . . , (0, α2 − α1, α3 + α1)}

с поглощающим состоянием (0, α2 − α1, α3 + α1) (для случая
α1 6 α2, см. рис. 2).

Рис. 2. Скачки процесса T1 + T2 → T3,
α1 6 α2

В состоянии (α1, α2, α3) процесс находится случайное время
τ(α1,α2,α3),P{τ(α1,α2,α3) 6 t} = 1−e

−λα1α2t. Явные выражения для
переходных вероятностей процесса гибели находятся стандартны-
ми методами [5, 7].
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Для вывода уравнений формальной кинетики, соответствую-
щих схеме взаимодействий T1 + T2 → T3, дифференцируем урав-
нение (11) по s1, s2 или s3:

∂2Fα(t; s)

∂s1∂t
= −λs2

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+ λ(s3 − s1s2)

∂3Fα(t; s)

∂s21∂s2
;

∂2Fα(t; s)

∂s2∂t
= −λs1

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+ λ(s3 − s1s2)

∂3Fα(t; s)

∂s1∂s
2
2

;

∂2Fα(t; s)

∂s3∂t
= λ

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+ λ(s3 − s1s2)

∂3Fα(t; s)

∂s1∂s2∂s3
.

Подставляя s = 1 и используя обозначения для среднего числа час-
тиц типа Ti, Ai(t) = (∂Fα(t; s)/∂si)|s=1, i = 1, 2, 3, получаем ра-
венства

dA1(t)

dt
= −λ

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2

∣
∣
∣
s=1
;

dA2(t)

dt
= −λ

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2

∣
∣
∣
s=1
;

dA3(t)

dt
= λ

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2

∣
∣
∣
s=1

.

(12)

Дифференциальные уравнения закона действующих масс со-
блюдаются как приближенные для средних Ai(t) при большом на-
чальном числе частиц; полагают α = (nα1, nα2, nα3), n → ∞
(предельный переход соответствует принятому в статистической
физике термодинамическому предельному переходу [22]) и

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2

∣
∣
∣
s=1
≈
∂Fα(t; s)

∂s1

∣
∣
∣
s=1

∂Fα(t; s)

∂s2

∣
∣
∣
s=1
= A1(t)A2(t).

Из (12) приходим к уравнениям детерминированной модели

ẋ1 = −λx1x2; ẋ2 = −λx1x2; ẋ3 = λx1x2,

где x1(t), x2(t), x3(t)— количества реагентов T1, T2, T3.
Условия для такого детерминированного приближения процес-

са ξ(t) рассмотрены в [1, § 8.2,п. В] исходя из явных выражений для
переходных вероятностей. С точки зрения указанного предельного
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перехода в [17] рассмотрен процесс на Nn классаB2 со схемой вза-
имодействий Ti+Tj → Tk+Tl, i, j, k, l = 1, . . . , n.Другие примеры
марковских моделей химических реакций даны в [1, гл. 8, «Прило-
жения в химии»] и в работах [4, 6, 14, 20].

2.4. Тримолекулярная реакция

На множестве N = {0, 1, 2, . . .} рассмотрим марковский про-
цесс ξ(t), t ∈ [0,∞), класса B2, соответствующий схеме взаимо-
действий

3T → 2T ; 2T → 0, 3T ; T → 0. (13)

Первую систему дифференциальных уравнений для переход-
ных вероятностей Pij(t) = P{ξ(t) = j | ξ(0) = i}, i, j ∈ N,

при помощи экспоненциальной производящей функции Gj(t; z) =

=
∞∑

i=0
(zi/i!)Pij(t), j ∈ N , запишем в виде уравнения третьего

порядка (λi > 0, i = 1, 2, 3):

∂Gj(t; z)

∂t
=
[
λ3z

3
( ∂2

∂z2
−

∂3

∂z3

)
+ λ2z

2
(
p3
∂3

∂z3
+ p0 −

∂2

∂z2

)
+

+ λ1z
(
1−

∂

∂z

)]
Gj(t; z), Gj(0, z) =

zj

j!
.

Вторую систему дифференциальных уравнений для переход-
ных вероятностей при помощи производящей функции Fi(t; s) =

=
∞∑

j=0
Pij(t)s

j , i ∈ N (|s| 6 1), запишем в виде

∂Fi(t; s)

∂t
= λ3(s

2−s3)
∂3Fi(t; s)

∂s3
+λ2(p3s

3+p0−s
2)
∂2Fi(t; s)

∂s2
+

+ λ1(1− s)
∂Fi(t; s)

∂s
, Fi(0, s) = s

i. (14)

Рассматриваемый процесс является обобщенным процессом
рождения и гибели кубического типа (рис. 3).
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Рис. 3. Скачки процесса со схемой (13)

В состоянии i процесс находится случайное время τi,
P{τi 6 t} = 1− e−(λ1i+λ2i(i−1)+λ3i(i−1)(i−2))t. Происходит переход
процесса i→ i− 2 с вероятностью

p0λ2i(i− 1)
λ1i+ λ2i(i− 1) + λ3i(i− 1)(i− 2)

, (15)

переход i→ i− 1 с вероятностью

λ1i+ λ3i(i− 1)(i− 2)
λ1i+ λ2i(i− 1) + λ3i(i− 1)(i− 2)

(16)

и переход i→ i+ 1 с вероятностью

p3λ2i(i− 1)
λ1i+ λ2i(i− 1) + λ3i(i− 1)(i− 2)

. (17)

Получим модель детерминированного приближения для про-
цесса ξ(t). Дифференцируем уравнение (14) по s:

∂2Fi(t; s)

∂s∂t
= λ3(2s− 3s

2)
∂3Fi(t; s)

∂s3
+ λ3(s

2 − s3)
∂4Fi(t; s)

∂s4
+

+ λ2(3p3s
2 − 2s)

∂2Fi(t; s)

∂s2
+ λ2(p3s

3 + p0 − s
2)
∂3Fi(t; s)

∂s3
−

− λ1
∂Fi(t; s)

∂s
+ λ1(1− s)

∂2Fi(t; s)

∂s2
. (18)

Введя обозначение для среднего числа частиц Ai(t) =
= (∂Fi(t; s)/∂s)|s=1, получим из (18) равенство

dAi(t)

dt
= −λ3

∂3Fi(t; s)

∂s3

∣
∣
∣
s=1
+λ2(3p3− 2)

∂2Fi(t; s)

∂s2

∣
∣
∣
s=1
−λ1Ai(t).
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Считая при i→∞ справедливыми приближения

∂2Fi(t; s)

∂s2

∣
∣
∣
s=1
≈
(∂Fi(t; s)

∂s

∣
∣
∣
s=1

)2
,

∂3Fi(t; s)

∂s3

∣
∣
∣
s=1
≈
(∂Fi(t; s)

∂s

∣
∣
∣
s=1

)3
,

приходим к уравнению детерминированной модели

ẋ = −λ3x
3 + λ2(3p3 − 2)x

2 − λ1x,

где x(t)— количество реагента в момент времени t для тримолеку-
лярной реакции со схемой (13) [6, § 7.1.3].

Рис. 4. Детерминированная и стохастическая реализации

На рис. 4 показана траектория детерминированной модели x(t),
t ∈ [0; 25], при начальном условии x(0) = 50, значениях парамет-
ров λ1 = 0,1, λ2 = 0,01, λ3 = 0,00005, p3 = 0,95 и приведен
пример реализации стохастического процесса ξ(t). Данная реали-
зация не характеризует поведение процесса при t→∞; из формул
(15) — (17)следует, что с вероятностью единица процесс остано-
вится в поглощающем состоянии 0.
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2.5. Брюсселятор

Рассмотрим марковский процесс ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)),
t ∈ [0,∞), класса B2 со схемой взаимодействий [8, 18]

2T1 + T2 → 3T1; T1 → 0, T2; 0→ T1.

Первое уравнение для экспоненциальной производящей функ-
ции переходных вероятностей G(β1,β2)(t; z1, z2) имеет вид (λ0 > 0,
λ1 > 0)

∂Gβ(t; z)

∂t
=
[
z21z2

(∂3Gβ(t; z)
∂z31

−
∂3Gβ(t; z)

∂z21∂z2

)
+

+ λ1z1

(
p2
∂Gβ(t; z)

∂z2
+ p0Gβ(t; z)−

∂Gβ(t; z)

∂z1

)
+

+ λ0

(∂Gβ(t; z)
∂z1

−Gβ(t; z)
)]
, Gβ(t; z) =

zβ

β!
.

Здесь p0 > 0, p2 > 0, p0 + p2 = 1. Второе уравнение для произво-
дящей функции F(α1,α2)(t; s1, s2) имеет вид

∂Fα(t; s)

∂t
=
(
s31−s

2
1s2
)∂3Fα(t; s)
∂2s1∂s2

+λ1
(
p2s2+p0−s1

)∂Fα(t; s)
∂s1

+

+ λ0
(
s1 − 1

)
Fα(t; s), Fα(0; s) = s

α. (19)

Событие {ξ(t) = (α1, α2)} означает наличие α1 частиц ти-
па T1 и α2 частиц типа T2 в момент времени t. Через случайное
время τ2(α1,α2), P{τ

2
(α1,α2)

6 t} = 1 − e−α1(α−1)α2t, происходит
взаимодействие группы из двух частиц типа T1 и одной части-
цы типа T2. Эта группа частиц превращается в группу из трех
частиц типа T1; процесс переходит в состояние, соответствую-
щее вектору (α1 + 1, α2 − 1). Через случайное время τ1(α1,α2),

P{τ1(α1,α2) 6 t} = 1 − e−λ1α1t, частица типа T1 с вероятностью
p2 превращается в частицу типа T2 или с вероятностью p0 исче-
зает; процесс переходит в состояние, соответствующее вектору
(α1 − 1, α2 + 1) или вектору (α1 − 1, α2). Кроме того, через слу-
чайное время τ0(α1,α2), P{τ

0
(α1,α2)

6 t} = 1 − e−λ0t, в систему
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добавляется одна частица типа T1; процесс переходит в состояние
(α1 + 1, α2). Случайные величины τ0(α1,α2), τ

1
(α1,α2)

, τ2(α1,α2) неза-
висимы; в состоянии (α1, α2) процесс находится случайное время
τ(α1,α2) = min(τ

0
(α1,α2)

, τ1(α1,α2), τ
2
(α1,α2)

). Рассматриваемый процесс
является двухмерным процессом рождения и гибели кубического
типа, возможные скачки процесса изображены на рис. 5, случай а.

Рис. 5. Скачки случайных процессов на N2

Чтобы получить детерминированное приближение для процес-
са ξ(t), дифференцируем второе уравнение (19) по s1 или s2:

∂2Fα(t; s)

∂s1∂t
=
(
3s21 − 2s1s2

)∂3Fα(t; s)
∂s21∂s2

+
(
s31 − s

2
1s2
)∂4Fα(t; s)
∂s31∂s2

−

− λ1
∂Fα(t; s)

∂s1
+ λ1

(
p2s2 + p0 − s1

)∂2Fα(t; s)
∂s21

+

+ λ0Fα(t; s) + λ0
(
s1 − 1

)∂Fα(t; s)
∂s1

;

∂2Fα(t; s)

∂s2∂t
= −s21

∂3Fα(t; s)

∂s21∂s2
+
(
s31 − s

2
1s2
)∂4Fα(t; s)
∂s21∂s

2
2

+

+λ1p2
∂Fα(t; s)

∂s1
+λ1

(
p2s2+p0−s1

)∂2Fα(t; s)
∂s1∂s2

+λ0
(
s1−1

)∂Fα(t; s)
∂s2

.
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Подставляя s = 1 и учитывая равенство Fα(t; 1) ≡ 1, получаем

dA1(t)

dt
=
∂3Fα(t; s)

∂s21∂s2

∣
∣
∣
s=1
− λ1A1(t) + λ0,

dA2(t)

dt
= −

∂3Fα(t; s)

∂s21∂s2

∣
∣
∣
s=1
+ λ1p2A1(t).

Считая при α = (nα1, nα2), n → ∞, справедливым приближе-
ние

∂3Fα(t; s)

∂s21∂s2

∣
∣
∣
s=1
≈
(∂Fα(t; s)

∂s1

∣
∣
∣
s=1

)2 ∂Fα(t; s)
∂s2

∣
∣
∣
s=1

,

приходим к дифференциальным уравнениям брюсселятора [8, 18]

ẋ1 = x
2
1x2 − λ1x1 + λ0; ẋ2 = −x

2
1x2 + λ1p2x1,

где x1(t), x2(t)— количество реагентов в момент времени t.
На рис. 6приведена траектория на фазовой плоскости x10x2 де-

терминированной модели (x1(t), x2(t)), t ∈ [0; 0, 005], при началь-

Рис. 6. Детерминированная и стохастическая реализации
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ных условиях (x1(0), x2(0)) = (40, 60), значениях параметров
λ0 = 60000, λ1 = 24000, p2 = 0, 67, и дан пример реализации
стохастического процесса (ξ1(t), ξ2(t)).

З а м е ч а н и е 1.При построении рисунков вида 5 и 6 применя-
ют метод Рунге — Кутты приближенного решения обыкновенных
дифференциальных уравнений и систем. Реализации марковских
процессов строятся методом Монте-Карло [9, 10, 11, 15].Исполь-
зуется стандартный датчик равномерно распределенных на отрезке
[0, 1] случайных чисел r = RNDM[0, 1]; случайная величина с по-
казательным распределением P{τ 6 t} = 1 − e−λt определяется

формулой τ = −
1

λ
ln(1− r).

3. МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ КЛАССАB1B1B1

3.1. Третье уравнение теории ветвящихся процессов

Cпециальный класс марковских процессов B1 выделяется из
класса B2 условиями на комплексы взаимодействия |εi| 6 1,
i = 1, . . . , l. Пусть для определенности

ε1 = (1, 0, . . . , 0), ε2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . ,

εl = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0).

Тогда
ϕiα = λiαi, α ∈ Nn, i = 1, . . . , l,

и второе уравнение (10) принимает вид

∂Fα(t; s)

∂t
=

l∑

i=1

λi
(
hi(s)− si

)∂Fα(t; s)
∂si

, Fα(0; s) = s
α. (20)

Решив уравнение в частных производных первого порядка (20)
стандартными методами [16], получим свойство ветвления переход-
ных вероятностей [24, гл. 4, § 2,формула (3)]:

Fα(t; s) = F
α1
ε1
(t; s)Fα2

ε2
(t; s) . . . Fαl

εl
(t; s)s

αl+1
l+1 . . . s

αn
n ,

α ∈ Nn.
(21)
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Свойство ветвления — нелинейное свойство, выделяющее из
марковских процессов класс ветвящихся процессов B1, — состоит
в том, что если состояние процесса интерпретировать как наличие
совокупности частиц, то частицы, существующие в момент време-
ни t1, в любой следующий момент t1 + t, t > 0, эволюционируют
и дают новые частицы независимо друг от друга. Это следует из
сравнения формулы (21) и мультипликативных свойств производя-
щих функций (8).

Т е о р е м а 3 [24]. Производящие функции переходных веро-
ятностей Fε1(t; s), . . . , Fεl(t; s) марковского ветвящегося процес-
са удовлетворяют при |s| 6 1 системе нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений:





∂Fε1(t; s)

∂t
=

= λ1
(
h1(Fε1(t; s), . . . , Fεl(t; s), sl+1, . . . , sn)− Fε1(t; s)

)
;

. . .

∂Fεl(t; s)

∂t
=

= λl
(
hl(Fε1(t; s), . . . , Fεl(t; s), sl+1, . . . , sn)− Fεl(t; s)

)
,

(22)

с начальными условиями Fε1(0; s) = s1, . . . , Fεl(0; s) = sl.
Функции Fε1(t; s), . . . , Fεl(t; s) называют одночастичными [22].

3.2. Мономолекулярные реакции. Предельная теорема

Марковские процессы классаB1 служат моделями мономолеку-
лярных химических реакций; схема (5) принимает вид






T1 → γ11T1 + . . .+ γ
1
l Tl + γ

1
l+1Tl+1 + . . .+ γ

1
nTn;

. . .

Tl → γl1T1 + . . .+ γ
l
lTl + γ

l
l+1Tl+1 + . . .+ γ

l
nTn.

(23)

Частицы типов Tl+1, . . . , Tn называют финальными. Если мно-
жеству {ε1, . . . , εl} принадлежит нулевой вектор (0, . . . , 0) (тогда
ϕ0α = λ0, α ∈ Nn, λ0 > 0), то ветвящийся процесс называют про-
цессом с иммиграцией частиц. В [24, гл. 4, § 6]дана классификация
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типов частиц ветвящегося процесса, являющаяся классификацией
схем вида (23).Там же, в гл. 4, § 4,изложены общие методы вычис-
ления среднего числа частиц типа Ti, i = 1, . . . , n; в гл. 4, § 7иссле-
дованы асимптотические свойства средних при t → ∞ в неразло-
жимых ветвящихся процессах и указано на разнообразие поведения
средних в разложимых процессах. Для химических реакций кине-
тические схемы вида (23),как правило, соответствуют разложимым
процессам; к таким процессам относится следующий пример.

С х е м а T1 → T2. В качестве вероятностной модели рассма-
тривают процесс с двумя типами частиц T1, T2 и одним комплексом
взаимодействия [1, 17, 20]:марковский процесс ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)),
t ∈ [0,∞), на множестве состояний N2, определяемый набором

ε = (1, 0), {p(0,1) = 1}, {ϕα = λα1, α ∈ N
2, λ > 0}

(см. рис. 5,случай б). Второе уравнение для производящей функции
переходных вероятностей F(α1,α2)(t; s1, s2) имеет вид

∂Fα(t; s)

∂t
= λ(s2 − s1)

∂Fα(t; s)

∂s1
, (24)

начальное условие возьмем Fα(0; s) = s
α1
1 .

В рассматриваемом вероятностном процессе для среднего числа
частиц A1(t) =Mξ1(t), A2(t) =Mξ2(t) выполнены уравнения де-
терминированной модели (1). Уравнение (24) дифференцируем по
s1 или s2:

∂2Fα(t; s)

∂s1∂t
= −λ

∂Fα(t; s)

∂s1
+ λ(s2 − s1)

∂2Fα(t; s)

∂s21
;

∂2Fα(t; s)

∂s2∂t
= λ

∂Fα(t; s)

∂s1
+ λ(s2 − s1)

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
.

Подставим s = 1, получим систему уравнений:

dA1

dt
= −λA1;

dA2

dt
= λA1,

с начальными условиями A1(0) = α1,A2(0) = 0.
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Для одночастичной производящей функции система уравнений
(22) имеет вид

∂F(1,0)(t; s)

∂t
= λ

(
s2 − F(1,0)(t; s)

)
,

с начальным условием F(1,0)(t; s) = s1. Решение последнего урав-
нения [23]

F(1,0)(t; s1, s2) = s1e
−λt + s2(1− e

−λt),

и по свойству (21) имеем

F(α1,0)(t; s1, s2) = (s1e
−λt + s2(1− e

−λt))α1 . (25)

Производящая функция (25)соответствует биномиальному рас-
пределению на состояниях {(α1, 0), (α1 − 1, 1), . . . , (0, α1)}; те-
орема Муавра—Лапласа об аппроксимации биномиального рас-
пределения нормальным распределением получает следующий
вид. Из (25) дифференцированием по s1 или s2 находим средние
A1(t) = α1e

−λt,A2(t) = α1(1− e−λt) (рис. 7).

Рис. 7. Средние для схемы T1 → T2

Для дисперсии числа частиц D1(t) = Dξ1(t), D2(t) = Dξ2(t) из
(25) по формуле (7) получаем D1(t) = D2(t) = α1e

−λt(1− e−λt).
Т е о р е м а 4. Пусть ξi(t) — число частиц типа Ti в момент

времени t для процесса класса B1 со схемой T1 → T2 и в момент
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времени t = 0 имелось α1 частиц типа T1. Тогда при фиксирован-
ном t > 0

lim
α1→∞

P
{ξi(t)−Ai(t)√

Di(t)
6 x

}
=
1
√
2π

∫ x

−∞
e−u

2/2du, i = 1, 2.

З а м е ч а н и е 2. При наблюдении за химической реакцией
получают набор экспериментальных данных, по результатам ста-
тистической обработки которых находят приближения для кинети-
ческих кривых x1(t), x2(t). При этом, как правило, предполагают,
что экспериментальные точки отклонены от кинетической кривой
согласно нормальному закону. Предельная теорема 4 показывает,
что при условиях рассматриваемой вероятностной модели откло-
нение «экспериментальных» значений ξi(t) от значений Ai(t) рас-
пределено по нормальному закону. Предположение о распределе-
нии ошибок наблюдений по нормальному закону является условием
применения метода наименьших квадратов при обработке экспери-
ментальных данных.

3.3. Аналитическое исследование
последовательной схемы

На множестве N2 рассмотрим марковский процесс ξ(t),
t ∈ [0,∞), со схемой превращений

T1 → 2T2; T2 → 0. (26)

Реализация процесса изображена на рис. 5, случай в. Первое урав-
нение для функции G(β1,β2)(t; z1, z2) имеет вид (λ1 > 0, λ2 > 0)

∂Gβ(t; z)

∂t
= λ1z1

(∂2Gβ(t; z)
∂z22

−
∂Gβ(t; z)

∂z1

)
+

+ λ2z2

(
Gβ(t; z)−

∂Gβ(t; z)

∂z2

)
,

с начальным условием Gβ(t; z) = zβ/β!. Второе уравнение для
функции F(α1,α2)(t; s1, s2) имеет вид

∂Fα(t; s)

∂t
= λ1

(
s22 − s1

)∂Fα(t; s)
∂s1

+ λ2
(
1− s2

)∂Fα(t; s)
∂s2

(27)

с начальным условием Fα(0; s) = s
α.
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Свойство ветвления (21) позволяет дать следующее описа-
ние случайного процесса. Пусть в момент времени t имеется β1
частиц типа T1 и β2 частиц типа T2. Каждая из β1 частиц ти-
па T1 существует случайное время τ1i , P{τ1i 6 t} = 1 − e−λ1t,
i = 1, . . . , β1; каждая из β2 частиц типа T2 существует случайное
время τ1j , P{τ2j 6 t} = 1 − e−λ2t, j = 1, . . . , β2. Все указан-
ные случайные величины независимы. Совокупность частиц не
меняется случайное время τ(β1,β2) = min(τ

1
1 , . . . , τ

1
β1
, τ21 , . . . , τ

2
β2
),

P{τ(β1,β2) 6 t} = 1 − e−(λ1β1+λ2β2)t [3, гл. 1, § 2]. Равенство
τ(β1,β2) = τ1i означает, что в этот момент времени i-я частица ти-
па T1 заменяется на две частицы типа T2, равенство τ(β1,β2) = τ2j
означает, что в этот момент времени j-я частица типа T2 исчеза-
ет в соответствии со схемой превращений (26). Далее происходит
аналогичная эволюция системы независящих друг от друга частиц.

Для вывода уравнений детерминированной модели, соответ-
ствующих схеме (26),уравнение (27)дифференцируем по s1 или s2:

∂2Fα(t; s)

∂s1∂t
= −λ1

∂Fα(t; s)

∂s1
+ λ1

(
s22 − s1

)∂2Fα(t; s)
∂s21

+

+ λ2
(
1− s2

)∂2Fα(t; s)
∂s1∂s2

;

∂2Fα(t; s)

∂s2∂t
= 2λ1s2

∂Fα(t; s)

∂s1
+ λ1

(
s22 − s1

)∂2Fα(t; s)
∂s1∂s2

−

− λ2
∂Fα(t; s)

∂s2
+ λ2

(
1− s2

)∂2Fα(t; s)
∂s22

.

(28)

Подставив s = 1, получим уравнения для среднего числа частиц
A1(t) =Mξ1(t),A2(t) =Mξ2(t):

dA1(t)

dt
= −λ1A1(t);

dA2(t)

dt
= 2λ1A1(t)− λ2A2(t)

с начальными условиями A1(0) = α1, A2(0) = α2. Решение стан-
дартными методами [23] линейной однородной системы дифферен-
циальных уравнений с постоянными коэффициентами дает выра-
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жения (λ1 6= λ2)

A1(t) = α1e
−λ1t, A2(t) = α1

2λ1
λ1 − λ2

(
e−λ2t − e−λ1t

)
+ α2e

−λ2t.

На рис. 8 изображены графики A1(t), A2(t) при A1(0) = α1,
A2(0) = 0. Такой вид кинетических кривых характерен для моно-
молекулярной химической реакции последовательного типа T1 →
→ T2 → T3 ([1], см. рис. 56).

Рис. 8. Средние для схемы T1 → 2T2, T2 → 0

Для нахождения факториальных моментов

B11(t) =Mξ1(t)(ξ1(t)− 1), B12(t) =Mξ1(t)ξ2(t),

B22(t) =Mξ2(t)(ξ2(t)− 1)

дифференцируем выражения (28):

∂3Fα(t; s)

∂s21∂t
= −2λ1

∂2Fα(t; s)

∂s21
+ λ1

(
s22 − s1

)∂3Fα(t; s)
∂s31

+

+ λ2
(
1− s2

)∂3Fα(t; s)
∂s21∂s2

;

∂3Fα(t; s)

∂s1∂s2∂t
= −λ1

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+ 2λ1s2

∂2Fα(t; s)

∂s21
+

+ λ1
(
s22 − s1

)∂3Fα(t; s)
∂s21∂s2

− λ2
∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+ λ2

(
1− s2

)∂3Fα(t; s)
∂s1∂s

2
2

;
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∂3Fα(t; s)

∂s22∂t
= 2λ1

∂Fα(t; s)

∂s1
+ 4λ1s2

∂2Fα(t; s)

∂s1∂s2
+

+ λ1
(
s22 − s1

)∂3Fα(t; s)
∂s1∂s

2
2

− 2λ2
∂2Fα(t; s)

∂s22
+ λ2

(
1− s2

)∂3Fα(t; s)
∂s32

.

Так как B11(t) = (∂2Fα(t; s)/∂s21)|s=1,
B12(t) = (∂

2Fα(t; s)/∂s1∂s2)|s=1, B22(t) = (∂2Fα(t; s)/∂s22)|s=1,
то имеем систему уравнений






dB11(t)

dt
= −2λ1B11(t);

dB12(t)

dt
= 2λ1B11(t)− (λ1 + λ2)B12(t);

dB22(t)

dt
= 4λ1B12(t)− 2λ2B22(t) + 2λ1A1(t)

(29)

с начальными условиями B11(0) = α1(α1 − 1), B12(0) = α1α2,
B22(0) = α2(α2 − 1). Легко найти решение системы (29) (λ1 6= λ2,
λ1 6= 2λ2):

B11(t) = α1(α1 − 1)e
−2λ1t;

B12(t) = α1(α1 − 1)
2λ1

λ1 − λ2

(
e−(λ1+λ2)t − e−2λ1t

)
+

+ α1α2e
−(λ1+λ2)t;

B22(t) = α1(α1 − 1)
4λ21

(λ1 − λ2)2
(
e−λ2t − e−λ1t

)2
+

+ α2(α2 − 1)e
−2λ2t + α1α2

4λ1
λ1 − λ2

(
e−2λ2t − e−(λ1+λ2)t

)
+

+ α1
2λ1

λ1 − 2λ2

(
e−2λ2t − e−λ1t

)
.

Для дисперсий D1(t) = Dξ1(t),D2(t) = Dξ2(t) получаем

D1(t) = α1
(
e−λ1t − e−2λ1t

)
;

D2(t) = α1

(
−

4λ21
(λ1 − λ2)2

(
e−λ2t − e−λ1t

)2
+
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+
2λ1

λ1 − λ2

(
e−λ2t − e−λ1t

)
+

2λ1
λ1 − 2λ2

(
e−2λ2t − e−λ1t

))
+

+ α2
(
e−λ2t − e−2λ2t

)
.

Введем обозначения для одночастичных производящих функ-
ций F1(t; s) = Fε1(t; s), F2(t; s) = Fε2(t; s). Система нелинейных
уравнений (22) принимает вид






∂F1(t; s)

∂t
= λ1

(
F 22 (t; s)− F1(t; s)

)
;

∂F2(t; s)

∂t
= λ2

(
1− F2(t; s)

)
(30)

с начальными условиями F1(0; s) = s1, F2(0; s) = s2. Решение вто-
рого уравнения системы (30) методом разделения переменных [23]
дает

F2(t; s) = 1− e
−λ2t + s2e

−λ2t.

Подставив последнее выражение в первое уравнение системы (30),
получим линейное неоднородное уравнение для F1(t; s), решение
которого методом вариации константы [23] дает

F1(t; s) = 1−
2λ1

λ1 − λ2
(1− s2)e

−λ2t +
λ1

λ1 − 2λ2
(1− s2)

2e−2λ2t+

+
(
−1 + s1 +

2λ1
λ1 − λ2

(1− s2)−
λ1

λ1 − 2λ2
(1− s2)

2
)
e−λ1t.

Согласно нелинейному свойству (21) для процессов класса B1,
получаем явное выражение для производящей функции переход-
ных вероятностей рассматриваемого марковского процесса:

Fα(t; s) = F
α1
1 (t; s)F

α2
2 (t; s), α ∈ N2. (31)

З а м е ч а н и е 3. Для контроля результатов аналитических
выкладок отметим, что для полученных выражений: Fα(t; 1) ≡ 1;
производные функции (31)по s1 или s2 при s = 1 совпадают с най-
денными ранее средними A1(t),A2(t); выражения для факториаль-
ных моментовB11(t),B12(t),B22(t) могут быть получены двойным
дифференцированием формулы (31); limt→∞ Fα(t; s) = 1 (т. е. мар-
ковский процесс (ξ1(t), ξ2(t)) с вероятностью единица остановится
в поглощающем состоянии (0, 0)).
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4. ФИНАЛЬНЫЕ И СТАЦИОНАРНЫЕ
ВЕРОЯТНОСТИ

4.1. Стационарные уравнения

Пусть Pαβ(t) — переходные вероятности однородного мар-
ковского процесса на множестве Nn с непрерывным временем t,
t ∈ [0,∞). В общей теории процессов со счетным множеством со-
стояний показано, при выполнении некоторых условий [14, гл. 3],
что существуют пределы

qαβ = lim
t→∞

Pαβ(t), α, β ∈ Nn;

qαβ называют предельными вероятностями,
∑

β

qαβ 6 1. Пусть

марковский процесс ξ(t) класса B2 задан набором ε1, {p1γ}, . . .
. . . , εl, {plγ}. Введем многомерные производящие функции

gβ(z) =
∑

α∈Nn

zα

α!
qαβ , fα(s) =

∑

β∈Nn
qαβs

β , α, β ∈ Nn (|s| 6 1).

Предельное поведение марковских процессов имеет разно-
образный характер, определяемый классификацией состояний про-
цесса [7]. Можно выделить основные случаи — когда процесс попа-
дает в поглощающее состояние или уходит в бесконечность и когда
процесс приходит к стационарному положению. Для нахождения
финальных вероятностей (вероятностей остановки процесса в по-
глощающих состояниях) решают стационарное первое уравнение

l∑

i=1

λiz
εi
(
hi

( ∂
∂z

)
−

∂ε
i

∂zε
i

)
gβ(z) = 0; (32)

для нахождения предельного стационарного распределения вероят-
ностей решают стационарное второе уравнение

l∑

i=1

λi
(
hi(s)− s

εi
)∂ε

i
fα(s)

∂sε
i = 0. (33)

Уравнения (32) и (33) являются следствиями уравнений (9) и
(10),см. доказательства теорем 3.1и 3.2в [14].
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4.2. Финальные вероятности для схемы
2T → kT, k = 0, 12T → kT, k = 0, 12T → kT, k = 0, 1

На множестве N = {0, 1, 2, . . .} рассмотрим марковский про-
цесс ξ(t), t ∈ [0,∞), соответствующий схеме взаимодействий
2T → kT (рис. 9).

Рис. 9. Скачки процесса 2T → kT

Первую систему дифференциальных уравнений Колмогорова
для переходных вероятностей

Pij(t) = P{ξ(t) = j | ξ(0) = i}, i, j ∈ N,

при помощи экспоненциальной производящей функции Gj(t; z) =

=
∞∑

i=0
(zi/i!)Pij(t), j ∈ N , запишем в виде уравнения (λ > 0)

∂Gj(t; z)

∂t
= λz2

(
h
( ∂
∂z

)
−

∂2

∂z2

)
Gj(t; z), Gj(0, z) =

zj

j!
.

Вторую систему дифференциальных уравнений для переход-
ных вероятностей при помощи производящих функций Fi(t; s) =

=
∞∑

j=0
Pij(t)s

j , i ∈ N , и h(s) =
∞∑

k=0

pks
k запишем в виде (|s| 6 1)

∂Fi(t; s)

∂t
= λ(h(s)− s2)

∂2Fi(t; s)

∂s2
, Fi(0, s) = s

i.

Рассматриваемый процесс — обобщенный процесс рождения и
гибели квадратичного типа. Состояния 0 и 1 являются поглощаю-
щими. Рассмотрим финальные вероятности qi0 = limt→∞ Pi0(t),
qi1 = limt→∞ Pi1(t), i ∈ N . Очевидно, что

q00 = 1, q10 = 0; q01 = 0, q11 = 1. (34)
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Экспоненциальные производящие функции

g0(z) =
∞∑

i=0

zi

i!
qi0, g1(z) =

∞∑

i=0

zi

i!
qi1

удовлетворяют стационарным уравнениям

(
h
( d
dz

)
−

d2

dz2

)
g0(z) = 0;

(
h
( d
dz

)
−

d2

dz2

)
g1(z) = 0

и в силу (34) выполнены граничные условия

g0(0) = 1, g
′
0(0) = 0; g1(0) = 0, g

′
1(0) = 1. (35)

Для простоты изложения ограничимся схемой 2T → kT , k =
= 0, 1; линейные уравнения с постоянными коэффициентами при-
нимают вид

p0g0(z) + p1g
′
0(z)− g

′′
0(z) = 0; p0g1(z) + p1g

′
1(z)− g

′′
1(z) = 0.

Характеристическое уравнение p0 + p1s− s2 = 0 имеет два корня:
1 и −p0. Следовательно, общее решение имеет вид C1ez +C2e−p0z

[23]. Из условий (35)находим значения констант C1, C2. Получаем

g0(z) =
p0e
z + e−p0z

1 + p0
; g1(z) =

ez − e−p0z

1 + p0
.

Из определения функций g0(z), g1(z) и разложения

ezx =
∞∑

i=0

zi

i!
xi,

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях z, получаем

qi0 =
p0 + (−p0)i

1 + p0
; qi1 =

1− (−p0)i

1 + p0
, i ∈ N. (36)

Заметим, что qi0 > 0, qi1 > 0 и qi0 + qi1 = 1, i ∈ N .
Общий случай 2T → kT рассматривают аналогично [14, гл. 3].
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З а м е ч а н и е 4. Рассматривая процесс ξ(t) только в моменты
изменения состояния, мы получим «вложенную цепь Маркова» [7]
на N : S0, S1, . . . , Sn, Sn+1, . . . , где P{Sn+1 = i− 2 | Sn = i} = p0,
P{Sn+1 = i − 1 | Sn = i} = p1 и P{Sn+1 = i | Sn = i} = 1
при i = 0, 1. Минимум ξ(t), t ∈ [0,∞), совпадает с минимумом
величин Sn, n > 0. Следовательно, формулы (36) остаются спра-
ведливыми для вероятностей остановки случайного блуждания Sn
в состояниях 0 и 1.

4.3. Стационарное распределение для марковской
системы массового обслуживания

На множестве N2 рассмотрим марковский процесс ξ(t) =
= (ξ1(t), ξ2(t)), t ∈ [0,∞), со схемой превращений

T1 → T1 + T2; T2 → 0.

Первое уравнение для функции G(β1,β2)(t; z1, z2) имеет вид
(λ > 0, μ > 0)

∂Gβ(t; z)

∂t
= λz1

(∂2Gβ(t; z)
∂z1∂z2

−
∂Gβ(t; z)

∂z1

)
+

+ μz2

(
Gβ(t; z)−

∂Gβ(t; z)

∂z2

)

с начальным условием Gβ(t; z) = zβ/β!. Второе уравнение для
функции F(α1,α2)(t; s1, s2) имеет вид

∂Fα(t; s)

∂t
= λ

(
s1s2 − s1

)∂Fα(t; s)
∂s1

+ μ
(
1− s2

)∂Fα(t; s)
∂s2

с начальным условием Fα(0; s) = s
α.

Очевидно, ξ1(t) ≡ α1. В теории массового обслуживания про-
цесс ξ2(t) интерпретируется как система M/M/∞ [3]. Имеется
бесконечное число обсуживающих приборов, на которые поступает
пуассоновский (марковский) входной поток заявок с интенсивно-
стью λα1, т. е. интервалы между временами поступления заявок
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имеют распределение P{τ1(α1,α2) 6 t} = 1 − e−λα1t. Величина
ξ2(t) есть случайное число занятых приборов. Случайное время
обслуживания заявки каждым из занятых α2 приборов имеет рас-
пределение P{τ2j 6 t} = 1 − e−μt, j = 1, . . . , α2 (марковская
дисциплина обслуживания с интенсивностью μ). Приборы рабо-
тают независимо друг от друга. Следовательно, время ожидания
освобождения одного из них, τ(α1,α2) = min(τ

2
1 , . . . , τ

2
α2), имеет

распределение P{τ2(α1,α2) 6 t} = 1− e
−μα2t.

Рассмотрим предельные вероятности

qαβ = lim
t→∞

Pαβ(t), α, β ∈ N2.

Производящая функция

fα(s) =
∑

β∈N2

qαβs
β , α ∈ N2,

удовлетворяет стационарному второму уравнению

λ
(
s1s2 − s1

)∂fα(s)
∂s1

+ μ
(
1− s2

)∂fα(s)
∂s2

= 0. (37)

Скачки процесса (ξ1(t), ξ2(t)) изображены на рис. 5, случай г.
Множества Kα1 = {(α1, α2), α2 = 0, 1, 2, . . .}, α1 = 1, 2, . . . обра-
зуют классы сообщающихся состояний [7]. Для каждого класса
имеем ∑

β∈Kα1

qαβ = 1 (38)

и fα(s) = sα11 fα1(s2). После подстановки последнего выражения в
(37)и преобразований получаем обыкновенное дифференциальное
уравнение

−α1λfα1(s2) + μ
dfα1(s2)

ds2
= 0.

Общее решение уравнения имеет вид Ceα1λs2/μ [23]. Константу C
найдем из условия (38):fα1(1) = 1. Получим

fα1(s2) = e
α1λ(s2−1)/μ.

32



Из определения функции fα1(s2) и разложения

exs2 =
∞∑

β2=0

xβ2

β2!
s
β2
2 ,

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях s2, имеем
пуассоновское стационарное распределение вероятностей для клас-
са Kα1 :

q(α1,α2)(α1,β2) =
(α1λ/μ)

β2

β2!
e−α1λ/μ, β2 = 0, 1, 2, . . .

Существование предельного стационарного распределения в
классе состояний Kα1 следует из наличия нетривиального абсо-
лютно суммируемого решения стационарной системы уравнениий
Колмогорова [3, гл. 1, § 5,теорема 4; 7,гл. 3, § 6],которое получено
как решение уравнения (37).

В системе массового обслуживания M/M/∞ случайное число
занятых приборов в стационарном режиме работы имеет пуассо-
новское распределение [3].

З а м е ч а н и е 5. Опишем способ вывода нелинейной системы
уравнений для процессов с иммиграцией класса B1 [24, гл. 7, § 1]
на примере схемы 0 → T ; T → 0. Очевидно, схема 0 → T ; T → 0
эквивалентна схеме T1 → T1 + T2; T2 → 0, для которой система
уравнений (22) имеет вид






∂F(1,0)(t; s1, s2)

∂t
=

= λ
(
F(1,0)(t; s1, s2)F(0,1)(t; s1, s2)− F(1,0)(t; s1, s2)

)
;

∂F(0,1)(t; s1, s2)

∂t
= μ

(
1− F(0,1)(t; s1, s2)

)

(39)

с начальными условиями F(1,0)(0; s1, s2) = s1,F(0,1)(0; s1, s2) = s2.
Подставив соотношения

F(1,0)(t; s1, s2) = s1F0(t; s2), F(0,1)(t; s1, s2) = F1(t; s2)
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в (39),получим систему уравнений (полагаем s2 = s):





∂F0(t; s)

∂t
= λ

(
F0(t; s)F1(t; s)− F0(t; s)

)
;

∂F1(t; s)

∂t
= μ

(
1− F1(t; s)

)
(40)

с начальными условиями F0(0; s) = 1, F (0; s) = s.
Для процесса с иммиграцией 0 → T ; T → 0 имеем пере-

ходные вероятности Pij(t), i, j ∈ N , и производящую функцию

Fi(t; s) =
∞∑

j=0
Pij(t)s

j . Нелинейное свойство ветвления принимает

вид
Fi(t; s) = F0(t; s)F

i
1(t; s), i ∈ N,

где функцииF0(t; s) иF1(t; s) находятся из системы уравнений (40).
В общем случае, если схема (23) содержит строку

0→ γi1T1 + . . .+ γ
i
nTn,

то следует сделать замену на строку

Tn+1 → γi1T1 + . . .+ γ
i
nTn + Tn+1.



ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Типовой расчет

При решении дифференциальных уравнений можно использо-
вать пакеты программ Mapleи Convode∗ — аналитические реша-
тели обыкновенных дифференциальных уравнений и систем, урав-
нений в частных производных первого порядка.

Задача 1. Для схемы взаимодействий марковского процесса
класса B2 выписать первое и второе уравнения для производящих
функций переходных вероятностей. Описать процесс ξ(t) через
случайные времена τα и скачки на Nn. Указать наличие: иммигра-
ции, финальных вероятностей (поглощающих состояний), стацио-
нарного распределения, возможность ухода на бесконечность.

Получить уравнения детерминированной модели. Найти точки
стационарности системы дифференциальных уравнений.

1. T1 + T2 → 2T1; T1 → 0; T2 → 0; 0 → T1, T2 (модель общей
эпидемии).

2.T1 + T2 → 2T2; 2T1 → T1; T1 → 2T1.
3. T1 + T2 → 2T1; T1 → T3, T2 + T3 (модель замкнутой эпиде-

мии).
4. T1 + T2 → T2; T1 → 0, 2T1; T2 → 0, 2T2; 0 → T1, T2 (модель

взаимодействия двух видов).
5. T1 + T2 → 0, 2T1; T2 → 2T2; T1 → 0 (система «хищник—

жертва»; p2 > p0).
6. 3T → 2T ; 2T → 3T ; T → 0; 0→ T (бистабильная система).
7. T1 + T2 → 2T1; T1 → 0; 0 → T2 (модель повторяющейся

эпидемии).
8.T1 + T2 → T1, T2; 2T1 → T1; 2T2 → T2; T1 → 2T1; T2 → 2T2

(модель конкуренции двух видов).
9. T1 + T2 → T3; T3 → T2 + T4; 0 → T1 (система массового

обслуживания).
10.T1 + T2 → 0, 2T1; T2 → 2T2; T1 → 0; 0 → T1, T2 (система

«хищник—жертва» с иммиграцией; p2 > p0).

∗ http://www.physique.fundp.ac.be/administration/convode2.html
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Задача 2. Для схемы превращений T → kT марковского про-
цесса класса B1 выписать первое, второе и третье уравнения для
производящих функций переходных вероятностей. Описать про-
цесс ξ(t) через случайные времена τi и скачки на N при данной
производящей функции h(s).

Найти математическое ожидание Ai(t) и дисперсию Di(t) при
начальном состоянии процесса i. Найти явное выражение для
F1(t; s). Рассмотреть функцию Fi(t; s) при t → ∞ и сделать вывод
о предельном поведении ветвящегося процесса ξ(t).

1.h(s) = 1.
2.h(s) = s2.
3.h(s) = p2s2 + p0, p2 + p0 = 1, p2 6= p0.

4.h(s) =
1

2
s2 +

1

2
.

5.h(s) = s3.
6.h(s) = 1− (1− s)α, 0 < α < 1.
7.h(s) = s+ (1− s) ln(1− s).
8.h(s) = s+ λ(1− s)1+α, λ > 0, 0 < α < 1.

9.h(s) =
1

2
s3 +

1

2
s2.

10.h(s) =
1

4
s4 +

3

4
s3.

Задача 3. Для схемы превращений марковского процесса клас-
са B1 выписать первое, второе и третье уравнения для производя-
щих функций переходных вероятностей. Описать процесс ξ(t) че-
рез случайные времена τα и скачки на Nn.

Найти математические ожиданияAi(t) и дисперсииDi(t) путем
дифференцирования второго уравнения (в соответствии со схемой
задать начальные условия с нулевым числом частиц некоторых ти-
пов). Построить графики функций Ai(t) и Ai(t) ±

√
Di(t). Найти

явные выражения для одночастичных производящих функций и вы-
писать нелинейное свойство ветвления (выполнить проверку вычи-
слений согласно замечанию 3). Рассмотреть предельное поведение
процесса ξ(t) при t→∞.

1. 0→ 2T1, T2.
2.T1 → 0, T2; T2 → 0.
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3.T1 → 0, T1 + 2T2.
4.T1 → T2; 0→ T1.
5.T1 → 0; T2 → 0, T1 + T2.
6.T → kT , k = 0, 2; 0→ T .
7.T1 → T2; T2 → T1.
8.T1 → T2 + T3; T2 → T3.
9.T1 → T1 + T2, 2T1, 2T1 + 2T2.
10.T1 → 3T2; T2 → 2T3.
Задача 4. Для схемы взаимодействий марковского процесса

класса B2 выписать первое и второе уравнения для производящих
функций переходных вероятностей. Описать процесс ξ(t) через
случайные времена τα и скачки на Nn. Найти классы сообщаю-
щихся состояний в множестве Nn. Найти производящую функцию
стационарного распределения при данном начальном состоянии.

1. 2T → T ; T → 2T , i = 3.
2.T1+T2+T3 → T2+T4;T2+T4 → T1+T2+T3, α = (2, 1, 1, 0).
3. 3T1 + T3 → 2T2; 2T2 → 3T1 + T3, α = (4, 1, 1).
4.T1 + T2 → T3; T3 → T1 + T2, α = (1, 1, 1).
5.T1 → T2, T3; T2 → T3; T3 → T1, α = (0, 1, 0).
6.T1 + 2T2 → T1 + T2; T1 + T2 → T1 + 2T2, α = (1, 1).
7. 2T1 → T2, T3; T2 → 2T1; T3 → 2T1, α = (3, 0, 0).
8. 2T1 + T2 → T3; T3 → 2T1 + T2, α = (1, 1, 1).
9.T → kT , k = 0, 2; 0→ T , i = 0.
10.T1 + T2 → T1 + T3, T2 + T3; T2 + T3 → T1 + T3, T1 + T3;

T1 + T3 → T1 + T2, T2 + T3, α = (1, 0, 1).
Задача 5. Для схемы взаимодействий, приведенной в задаче 1,

составить программы численной реализации на ЭВМ детермини-
рованной и стохастической моделей. Построить графики:

а) траектории детерминированной модели xi(t) и реализации
стохастической модели ξi(t) в зависимости от t, i = 1, . . . , n;

б) траектории детерминированной модели на фазовых плоско-
стях xi0xj , i, j = 1, . . . , n (i 6= j);

в) реализации стохастической модели ξi(t), ξj(t) на множестве
N2, i, j = 1, . . . , n (i 6= j);

г) траекторий и реализаций на одной фазовой плоскости.
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Статистическими экспериментами определить порядок началь-
ного состояния α, при котором стохастические реализации близки
к детерминированным траекториям (если такая близость имеется).
Рассмотреть поведение детерминированной и стохастической мо-
делей при t → ∞. Исследовать поведение детерминированной и
стохастической моделей в зависимости от параметров (во втором
уравнении параметр λ при старшей производной положить равным
единице).

Задача 6.Основываясь на результатах исследований, приведен-
ных в задачах 1и 5,построить для марковского процесса гистограм-
му финального распределения, или стационарного распределения,
используя метод Монте-Карло — многократного численного моде-
лирования процесса ξ(t) (при большом промежутке времени моде-
лирования [0, T0]).

Исследовать, как изменяются гистограммы в зависимости от
одного из параметров (либо один из параметров λ, либо началь-
ное число частиц — по указанию преподавателя). Возможны ли
значения параметров, когда гистограмма близка к плотности нор-
мального закона, или плотности показательного распределения,
или другому известному вероятностному распределению?

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Темы курсовых работ

1. В [17] рассчитана детерминированная модель для кинетиче-
ской схемы T1 → T2, T3; T2 → T1, T3; T3 → T1, T2. Провести ана-
литическое исследование соответствующего марковского процесса
классаB1. Установить предельную теорему для стационарного рас-
пределения при большом числе начальных частиц.

2. В [17] рассчитана детерминированная модель для схемы пре-
вращений T1 → T2, T3; T2 → T1, 2T3. Провести аналитическое
исследование соответствующего марковского процесса класса B1.
Установить предельную теорему для числа финальных частиц типа
T3 при начальном состоянии (α1, 0, 0) и α1 →∞.
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3. Найти явное выражение для финальных вероятностей про-
цесса класса B2 со схемой взаимодействий 2T1 + 2T2 → 4T1, 4T2.
При рассмотрении граничной задачи для стационарного первого
уравнения использовать общее решение уравнения гиперболиче-
ского типа

1

2

∂4u

∂x4
−

∂4u

∂x2∂y2
+
1

2

∂4u

∂y4
= 0,

которое имеет вид

u(x, y) = (x+y)ϕ(x−y)+(x−y)ψ(x+y)+ϕ1(x−y)+ψ1(x+y),

где ϕ, ϕ1, ψ, ψ1 — произвольные четырежды непрерывно диффе-
ренцируемые функции [2, задача 546].

4. Схемы вида (5) позволяют учитывать случайное время взаи-
модействия комплекса частиц. Например, при замене схемы T1 +
+ T2 → T3 схемой T1 + T2 → T4; T4 → T3 частица дополнитель-
ного типа T4 определяет время взаимодействия. Исследовать пове-
дение соответствущих детерминированных и стохастических моде-
лей в зависимости от параметров. Переходит ли модель второй схе-
мы в модель первой схемы, если соответствующий превращению
T4 → T3 параметр λ стремится к бесконечности?

5. В химической кинетике полагается, что тримолекулярная ре-
акция 3T → 2T ; 2T → 3T осуществляется в несколько стадий:
T1+T2 → T2; T2 → T1+T2; 2T1 → T2; T2 → 2T1 ([6, § 7.7.6]).Рас-
смотреть в зависимости от параметров близость соответствующих
детерминированных и стохастических моделей, устремляя к беско-
нечности параметр λ для короткоживущего промежуточного соеди-
нения T2.

6. Для открытой системы с катализатором 0 → T1; T1 → 0;
T1 + T2 → T2 + T3 [4] рассмотреть стационарное распределение
числа частиц типа T1 и распределение финального продукта T3 при
t→∞.

7. В [21] рассмотрена детерминированная модель распостране-
ния инфекционного заболевания в виде системы дифференциаль-
ных уравнений (λ > 0, μ > 0, ρ > 0)

ẋ1 = ρx3 − λx1x2; ẋ2 = λx1x2 − μx2, ẋ3 = μx2 − ρx3
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с начальными условиями x1(0) = x01, x2(0) = x02, x3(0) = x03.
Функциям x1(t), x2(t), x3(t), t ∈ [0,∞), соответствует численность
восприимчивых (S), зараженных (E) и заболевших (I) индивиду-
умов в популяции. Составить схему взаимодействий и исследовать
стохастическую модель распостранения эпидемии.

8. В [27] описана эпидемия типа SEIR (S —восприимчивые,
E — в инкубации, I — инфекционные, R — переболевшие инди-
видуумы) с очень коротким инкубационным периодом (E) и аэро-
генным механизмом передачи возбудителя (I→S).Составить схему
взаимодействий и исследовать соответствующую марковскую мо-
дель. Использовать данные в [26] и [14, § 3.3.2]схемы взаимодей-
ствий для моделей эпидемии типа SEIRFи SEIRS.

9.Для приближенного решения систем нелинейных алгебраиче-
ских уравнений применяется статистическое моделирование мето-
дом Монте-Карло ветвящихся процессов класса B1 [10, стр. 279].
Обобщить метод [10] на случай процессов класса B2. Составить
программы численной реализации на ЭВМ.

10.В [11] описаны способы приближенного решения линейных
дифференциальных уравнений в частных производных методом
статистического моделирования. Предложить аналогичный способ
для приближенного решения уравнений вида (10) на основе пред-
ставления Fα(t; s) = M(sξ(t) | ξ(0) = α). Составить программы
численной реализации на ЭВМ.
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